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1. (i) Με την ϐοήθεια του µετασχηµατισµού u = y
√
x να επιλυθεί η γραµµική διαφορική εξίσωση

x2y′′ + xy′ + (x2 − 1

4
)y = f(x), x > 0,

όπου f : (0,∞)→ R είναι µια συνεχής συνάρτηση. (ii) Να εξετάσετε αν υπάρχουν συναρτήσεις f
τέτοιες ώστε όλες οι λύσεις της εξίσωσης να είναι ϕραγµένες στο [2015,+∞).
Υποδ. Ο µετ/µος ανάγει την εξίσωση σε εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές. Μια µερική λύση
προκύπτει µε την µέθοδο µεταβ. των σταθερών. Για το (ii) αρκούν συναρτήσεις µε f(x) < |x|k για
κατάλληλο εκθέτη. ΄Ασκηση Β-28 (Λυµ.), Β-20 (Φυλ. αλυτ.)

2. Θεωρούµε τη εξίσωση δεύτερης τάξης

(1− x2)y′′ − xy′ + p2y = 0.

(i) Αν p = m ∈ N, να αποδειχθεί ότι γύρω από το σηµείο x0 = 0 υπάρχει µια πολυωνυµική λύση
Tm(x) της εξίσωσης και να υπολογιστούν τα πολυώνυµα για m = 1, 2, 3.
(ii) Να υπολογιστεί το

∫ c

−c Tm(x)Tm+1(x)dx για c > 0.
Υποδ.: Πολυώνυµα Tchebyshef, σελ. 276-277. Είναι cm+2 = 0, εποµένως cm+2k = 0, k ≥ 1. Η
συνάρτηση Tm(x)Tm+1(x) ορίζεται για x ∈ R και είναι περιττή.

3. Θεωρούµε την γραµµική εξίσωση πρώτης τάξης

y′(x) + 2y(x) = q(x), x ∈ R,
όπου q(x) = 1− |x|, |x| ≤ 1 και q(x) = 0, |x| > 1.
(i) Να λυθεί η εξίσωση και να εξετασθεί αν υπάρχει λύση ¨τελικά σταθερή στο +∞¨.
(ii) Αν y(0) > 0, να εξετάσετε αν υπάρχουν λύσεις : α) ϕραγµένες στο (0,∞) ϐ) ϕραγµένες στο R.
Υποδ. (i) Περιπτώσεις για την ολοκλήρωση ανάλογα µε κλάδους της q. Προκύπτει για x ≥ 1 για
κατάλληλη τιµή της x(0). (ii) Προκύπτουν άµεσα από τον τύπο της λύσης.

4. (i) Να δοθούν οι ορισµοί των εννοιών α) ϐασικού συνόλου λύσεων (ϐ.συν.λ.) ϐ) ορίζουσας Wronski.
(ii) Αν A = {y1, y2, ..., yn} είναι ένα ϐ.συν.λ. µιας οµογενούς γ.δ.ε. και zk = c1y1 + ...+ ckyk, ck 6=
0, k = 1, ...n, να εξετασθεί αν το σύνολο B = {z1, ..., zn} είναι ϐ.συν.λ. της ίδιας εξίσωσης. Να
διατυπωθεί η Πρόταση που χρησιµοποιήθηκε.
(iii) Να ϐρεθεί - αν υπάρχει - µια οµογενής γ.δ.ε. µε ϐασικό σύνολο λύσεων το σύνολο

S = {yk = 1 + 2x+ 3x2 + ...+ (k + 1)xk, k = 0, 1, ..., 2015}.
Υποδ. (ii) Τα στοιχεία του Β είναι λύσεις. Με χρήση ιδιοτήτων οριζουσων προκύπτει ότι η ορίζουσα
Wronski του Β είναι µη µηδενικη και η Πρόταση ειναι το Θ. 4 σελ. 65. (iii) Με χρήση του (ii) (ή
µε άλλο επιχείρηµα) αρκεί να προσδιορίσω εξίσωση µε ϐ.ς.λ. {1, x, ..., x2015}, καταλήγουµε στην
y(2016) = 0.

5. Να λυθούν δυο από τις εξισώσεις-π.α.τ.:

(i) y′

y2+1
+ 2

x
Arctgy = 2

x
(ii) y2 + 4yex + 2(y + ex)y′ = 0, y(0) = 1

(iii) 2zx + 3zy + z = e−x, z(0, y) = siny.
Υποδ. (i) Πολλαπλασιάζοντας µε το x2 το πρώτο µέλος είναι παράγωγος γινοµένου. (ii) Πα-
ϱάδειγµα 1, σελ. 46, επιλογή προσήµου και σταθεράς µε χρήση της αρχικής τιµής. (iii) ΄Οπως
το Παράδειγµα 5, σελ. 413.


